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Abstrakt: Autor1 se zabývá asymptotickým chováńım maximálně věrohodného odhadu ukaza-
tele Cp a je dokázána jeho silná konzistence. Tento př́ıspěvek je př́ımým pokračováńım autorova
článku publikovaného na konferenci Request’08.
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Úvod

Ukazatele zp̊usobilosti a výkonnosti jsou v pr̊umyslové praxi, hlavně v automobilovém
pr̊umyslu, využ́ıvány velice často pro jednoduché vyjádřeńı požadavk̊u zákazńıka či kon-
struktéra na vybrané znaky kvality spojité povahy. Na jedné straně je vyjádřený požadavek
na znak kvality vyjádřený č́ıselnou hodnotou ukazatele, což klade požadavky na očekávaný
počet neshodných kus̊u mimo tolerančńı pole a současně t́ım i požadavek na úroveň varia-
bility, kterou má sledovaný znak kvality jako náhodná veličina vykazovat. Požadovaná
úroveň variability je nejčastěji vyjádřena hodnotou směrodatné odchylky za předpokladu,
že chováńı znaku kvality se dá popsat normálńım rozděleńım. Na druhou stranu je reálný
výrobńı proces produkuj́ıćı výrobek se sledovaným znakem kvality a je otázkou, zdali je
proces požadavku na znak kvality kladené splnit. Abychom se o tom přesvědčili, je nutno
j́ıt do procesu, odebrat data a ta vyhodnotit pomoćı metod matematické statistiky.

Velice často se lze v praxi setkat s následuj́ıćım postupem. Z procesu jsou odeb́ırána
data, která jsou automaticky vkládána do softwaru, který vede regulačńı diagramy hĺıdaj́ıćı
stabilitu procesu a současně jsou tatáž data použita pro odhady ukazatel̊u zp̊usobilosti
a výkonnosti. Výsledek je pak bodový odhad ukazatele zp̊usobilosti či výkonnosti, který
je źıskán za obdob́ı, pro které byl veden regulačńı diagram. Toto obdob́ı může být re-
lativně krátké, např. jedna směna či celý den (24 hodin) a źıskáváme tak informaci
sṕı̌se o krátkodobé zp̊usobilosti procesu. Máme tedy k dispozici posloupnost konečnou
bodových odhad̊u ukazatel̊u zp̊usobilosti či výkonnosti a chtěli bychom ji využ́ıt pro kon-
strukci bodového odhadu pro dlouhodoběǰśı zp̊usobilosti či výkonnost, protože mnohdy
originálńı data odebraná př́ımo z proces̊u již nemusej́ı být k dispozici. Je tedy otázkou, jak
zkonstruovat odhad ukazatele zp̊usobilosti či výkonnosti na základě konečné posloupnosti
bodových odhad̊u źıskaných z jednotlivých regulačńıch diagramů.

Máme tedy znak kvality X, o kterém budeme předpokládat, že má normálńı rozděleńı
N(µ, σ2), data z procesu při jeho měřeńı jsou źıskávána ve formě podskupin rozsahu n,
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na každém regulačńım diagramu je k podskupin a těchto regulačńıch karet je celkem N .
Je předpokládána vzájemná stochastická nezávislost dat. K dispozici je celkem tedy N
bodových odhad̊u Ĉ(1)

p , . . . , Ĉ(N)
p , resp. P̂ (1)

p , . . . , P̂ (N)
p .

V praxi se pro odhad směrodatné odchylky σ inherentńı variability, která vystupuje
v definici ukazatele Cp, použ́ıvá téměř výhradně následuj́ıćıch tř́ı odhad̊u pro parametr σ:

a) σ̂R =
R

d2(n)
, R =

1

k

k∑

i=1

Ri

b) σ̂s =
s

C4(n)
, s =

1

k

k∑

j=1

si

c) σ̂I =
(1

k

k∑

i=1

s2
i

)1/2
.

V př́ıpadě a) se jedná o odhad na základě pr̊uměrného výběrového rozpět́ı R, v př́ıpadě b)
je odhad založen na pr̊uměrné výběrové směrodatné odchylce s. Třet́ı př́ıpad použ́ıvá tzv.
“pooled standard deviation”. Konstanty d2(n) a C4(n) závisej́ıćı na velikosti podskupiny,
jsou tabelovány např. v normě ISO ČSN 8258.

Je zřejmé, že chováńı odhad̊u ukazatele Cp bude záviset na volbě odhadu parametru
σ, což se bohužel v praxi neděje a ani softwary tuto možnost neuvažuj́ı a mezi př́ıslušnými
odhady nerozlǐsuj́ı.

Pro př́ıpad odhadu P̂p se použ́ıvá rovněž výhradně celková (totálńı) výběrová směro-
datná odchylka pro odhad tzv. totálńı směrodatné odchylky, a to

σ̂TOT =


 1

kn−1

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − x)2




1/2

,

tento odhad má pouze smysl, když data lze bez ohledu na sběr do podskupin považovat za
normálně rozdělené, nebot’ obecně u aplikace ukazatele Pp se nepředpokládá stabilńı stav
procesu. Zde xij je j-té pozorováńı z i-té podskupiny, x je celkový aritmetický pr̊uměr ze
všech dat.

1. Hustoty pro odhady Ĉp a P̂p

Abychom mohli zkonstruovat MLE ukazatel̊u Cp či Pp, muśıme nejdř́ıve naj́ıt hustoty
rozděleńı pravděpodobnost́ı. Samozřejmě, že tyto hustoty budou závislé na volbě odhadu
směrodatné odchylky σ. Jestliže budeme uvažovat odhad σ̂R, pak lze naj́ıt aproximaci pro
hustotu, protože lze využ́ıt pouze asymptotické vyjádřeńı pro chováńı výběrového rozpět́ı
R z normálńı populace. Plat́ı, viz. např. [1], že

P

{
Rn − αnσ

βnσ
< λ

}
−→
n→∞

N(0, 1).
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Z toho ihned plyne pro pr̊uměrné výběrové rozpět́ı R, že

Rk − αnσ

βnσ

√
k ∼ N(0, 1).

Parametry αn, βn jsou tabelovány v [1] a závisej́ı na velikosti podskupiny n. Jestliže tedy
odhad ukazatele Cp bude

Ĉp =
USL− LSL

6σ̂R

,

pak lze snadno odvodit, že

P

{
Ĉp

Cp

< x

}
.
= 1− Φ

(
αn

√
k

βn

(
1

x
− 1

))

pro x > 0, a jinak nula. (Φ(·) je distribuce rozděleńı N(0, 1).) T́ım se dostáváme k přib-
ližnému vyjádřeńı hustoty pro odhad Ĉp, totiž

fR(x)
.
=

αn

√
k√

2πβnx2
Cp exp

{
−kα2

n

2β2
n

(
Cp

x
− 1

)2
}

pro x > 0

a fR(x) = 0 jinak.

Zcela analogická situace nastává v př́ıpadě b), kdy se využije asymptotického chováńı
výběrové směrodatné odchylky a to

P

{
sn − an−1σ

σbn−1

< x

}
−→
n→∞

N(0, 1).

Pak pr̊uměrná směrodatná odchylka z k podskupin dává odhad pravděpodobnosti

P

{
Ĉp

Cp

< x

}
.
= 1− Φ

(
an−1

√
k

bn−1

(
1

x
− 1

))
,

pak tedy

fs(x)
.
=

an−1

√
k

bn−1x2
Cp exp

{
−k a2

n−1

2b2
n−1

(
Cp

x
− 1

)2
}

pro x > 0 a fs(x) = 0 jinak. Zde

an−1 =

√
2

n− 1

Γ(n
2
)

Γ(n−1
2

)
.
=

√
1− 1

2(x− 1)
,

bn−1 =
√

1− a2
n−1.

U třet́ıho př́ıpadu c) je situace odlǐsná, zde lze odvodit snadno hustotu rozděleńı
odhadu Ĉp pomoćı χ2-rozděleńı, které má veličina

k(n− 1)

σ2
(σ̂I)

2 .
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Na základě tohoto pak odpov́ıdaj́ıćı hustota pro odhad Ĉp s pomoćı σ̂I má tvar

fI(x) =
Ck(n−1)

p [k(n− 1)]
k(n−1)

2

2
k(n−1)

2
−1 Γ(k(n−1)

2
)

exp

{
−k(n− 1) C2

p

2x2

}
1

xk(n−1)+1

pro x > 0 a fI(x) = 0 jinak.

V př́ıpadě odhadu ukazatele Pp je situace zcela analogická, pouze se změńı počet stupň̊u
volnosti v rozděleńı χ2 z k(n − 1) na kn − 1, jinak se tvar odpov́ıdaj́ıćı hustoty neměńı.
Pokud bude proces statisticky zvládnut a stabilńı, pak odhady Ĉp a P̂p by se neměly př́ılǐs
lǐsit. Pokud se ale objev́ı zvláštńı př́ıčina vyvolávaj́ıćı variabilitu mezi podskupinami, pak
s velkou pravděpodobnost́ı bude

P̂p < Ĉp.

2. MLE ukazatele Cp pro př́ıpady a) a b)

Předpokládejme tedy, že máme k dispozici N odhad̊u ukazatele Cp — Ĉ(1)
p , Ĉ(2)

p , . . . , Ĉ(N)
p .

Pak jejich sdružená hustota pravděpodobnosti má tvar

fR(x1, x1, . . . , xN) = CN
p ρN

n,k exp

{
−1

2
ρ2

n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)2

}
N∏

i=1

1

x2
i

při použit́ı odhadu σ̂R ve všech N př́ıpadech. Odpov́ıdaj́ıćı logaritmus věrohodné funkce
má pak tvar

ln fR(x1, x2, . . . , xN) = N ln Cp + N ln ρn,k −
N∑

i=1

ln x2
i ,

kde
ρn,k =

αn

βn

√
n.

Při použit́ı odhadu σ̂s pro inherentńı směrodatnou odchylku je odpov́ıdaj́ıćı logaritmus
věrohodnost́ı funkce zcela tentýž s t́ım rozd́ılem, že pak

ρn,k =
an−1

bn−1

√
k.

MLE pro Cp se pak źıská řešeńım kvadratické rovnice

N

Cp

= ρ2
n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)
· 1

xi

,

která vyplyne z věrohodnostńı rovnice

0 =
∂ ln fR(x1, x2, . . . , xN)

∂Cp

=
N

Cp

− ρ2
n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)
· 1

xi

.
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Kvadratická rovnice dává 2 řešeńı

ĈMLE
p =

T1(x1, x2, . . . , xN)±
√

T 2
2 (x1, x2, . . . , xN) + 4T2(x1,x2,...,xN )

ρn,k

2T2(x1, x2, . . . , xN)
.

My ale uvažujeme pouze řešeńı se znameńım +, protože Cp je vždy kladné.

V př́ıpadě N = 1, což je velice častý př́ıpad v praxi, dostaneme odhad

Ĉ(MLE)
p =

1 +
√

1 + 4
ρ2

n,k

2
Ĉp.

Statistiky T1 a T2 jsou definovány následovně:

T1(x1, x2, . . . , xN) =
1

N

N∑

i=1

1

xi

, T2(x1, x2, . . . , xN) =
1

N

N∑

i=1

1

x2
i

.

Poznámka 1. Je nutno zd̊uraznit, že se nejedná přesně o MLE odhad, protože vše je
založeno pouze na aproximaci sdružené hustoty, která vycháźı z asymptotického chováńı
R resp. s. Správně by tedy mělo být AMLE (approximative MLE).

Bude-li tedy počet podskupin dostatečně velký (k ≥ 25), pak se odhady Ĉp a Ĉ(MLE)
p

nebudou př́ılǐs lǐsit pro obvyklé velikosti podskupin 2 ≤ n ≤ 10.

Plat́ı následuj́ıćı věta, která je zcela samozřejmá.

Věta 1. Bude-li k →∞, pak pro každé n ∈ N a každé N ∈ N

Ĉ(MLE)
p −→

n→∞
Cp s. j.

Zaj́ımavá je ale otázka, co se bude d́ıt, když n a k budou fixovány a N ↗ ∞, což je
v praxi realističtěǰśı př́ıpad, který odpov́ıdá zvětšuj́ıćımu se počtu krátkodobých odhad̊u
ukazatele Cp źıskaných postupně z regulačńıch karet za předpokladu, že proces je stále
pod statistickou kontrolou.

Pokud N ↗ +∞ s fixńımi n a k, pak máme co činit se zákonem velkých č́ısel, nebot’

ve vzorćıch pro MLE se objevuj́ı výrazy

1

N

N∑

i=1

1

Ĉ
(i)
p

,
1

N

N∑

i=1

1

(Ĉ
(i)
p )2

.

Aby platil silný zákon velkých č́ısel, je nutná a postačuj́ıćı existence odpov́ıdaj́ıćıch středńıch
hodnot, nebot’ za našich předpoklad̊u se jedná o pr̊uměry od i.i.d. veličin. Jde tedy o to,
zdali existuj́ı

E

{
1

Ĉ
(i)
p

}
, E

{
1

(Ĉ
(i)
p )2

}
,
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což vede ke konvergenci či divergenci následuj́ıćıch integrál̊u:

∫ ∞

0

1

x
fR(x) dx,

∫ ∞

0

1

x2
fR(x) dx,

resp. s hustotou fs(·). Lze se přesvědčit, že oba integrály konverguj́ı, což znamená, že silný
zákon velkých č́ısel plat́ı (viz dále).

3. MLE ukazatele Cp pro př́ıpad c)

V tomto př́ıpadě je odhad ukazatele Cp založen na “pooled standard deviation”, a tud́ıž

odpov́ıdaj́ıćı sdružená hustota pro N nezávislých odhad̊u Ĉ(1)
p , Ĉ(2)

p , . . . , Ĉ(N)
p má tvar

fi(x1, x2, . . . , xN) =
CN(k(n−1))

p [k(n− 1)]
Nk(n−1)

2

2N[ k(n−1)
2

−1]
[
Γ(n(k−1)

2
)
]N exp

{
−k(n− 1) C2

p

2

N∑

i=1

1

x2
i

}
1

∏N
i=1 x

k(n−1)+1
i

.

Snadným výpočtem dojdeme k rovnici pro MLE ukazatele Cp:

∂ ln fI(x1, x2, . . . , xN)

∂Cp

=
Nk(n− 1)

Cp

− Cp n(k − 1)
N∑

i=1

1

x2
i

= 0,

což dává řešeńı rovnice ve tvaru:

Ĉ(MLE)
p =

(
1

N

N∑

i=1

1

(Ĉ
(i)
p )2

)−1/2

.

Pro nejjednodušš́ı př́ıpad N = 1 ihned máme Ĉ(MLE)
p = Ĉp.

Poznámka 2. V př́ıpadě odhad̊u ukazatele Cp odvozených od R a s jsou použity jako
odhady odpov́ıdaj́ıćıch hustot rozděleńı pravděpodobnosti funkce fR(·) a fs(·). Aby tyto
funkce byly skutečně hustotami pravděpodobnosti, bylo by nutné je vynásobit vhodnými
koeficienty, aby integrál z nich přes obor 〈0, +∞) byl skutečně roven 1. Tyto koeficienty
jsou:

1. pro př́ıpad s R:
1

1− φ
(
−αn

βn

√
k
)

2. pro př́ıpad s s:
1

1− φ
(
−an−1

bn−1

√
k
) .

Protože ale tyto koeficienty velice rychle konverguj́ı k 1 při k → ∞, chyba, které se
touto nepřesnost́ı dopust́ıme, je z praktického hlediska vlastnost́ı odhad̊u ukazatele Cp

zanedbatelná.
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Poznámka 3. Důkaz silné konzistence odhad̊u ukazatele Cp je založen na silném zákonu
velkých č́ısel pro vzájemně nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny, kde konečnost
středńı hodnoty je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou. V př́ıpadech maximálně věrohodných
odhad̊u založených na R a s se tedy jedná o konečnost středńıch hodnot

E

{
1

Ĉp

}
a E





1

Ĉ2
p



 .

Abychom dokázali platnost silného zákona velkých č́ısel při použit́ı odhad̊u a) a b), je
nutno ověřit konečnost př́ıslušných středńıch hodnot. Na základě poznámky 2 označme
korekci

δn,k = 1− Φ

(
−αn

βn

√
k

)
,

resp.

δn,k = 1− Φ

(
−an−1

bn−1

√
k

)
,

pak tedy užijeme vztah

P

{
Ĉp

Cp

< x

}
= δ−1

n,k

[
1− Φ

(
αn

βn

√
k

(
1

x
− 1

))]
.

Z tohoto odvod́ıme tvar pro hustotu bodového odhadu Ĉp a muśıme ověřit konvergenci
integrál̊u

E

{
1

Ĉp

}
=

∫ +∞

0
δ−1
n,k

1

x
fR(x) dx

a

E





1

Ĉ2
p



 =

∫ +∞

0
δ−1
n,k

1

x2
fR(x) dx

(pro př́ıpad b) mı́sto funkce fR(·) vystupuje funkce fs(·)).
Označme ϕ(·) hustotu rozděleńı N(0, 1). Pak lze poměrně snadným výpočtem dospět

k výrazu

E

{
1

Ĉp

}
= δ−1

n,k

∫ ∞

−ρn,k

1

Cp

(
z

ρn,k

+ 1

)
ϕ(z) dz =

= δ−1
n,k

∫ ∞

−ρn,k

z

Cpρn,k

ϕ(z) dz +
δ−1
n,k

Cp

∫ ∞

−ρn,k

ϕ(z) dz.

Je ihned vidět, že prvńı integrál konverguje a je pro k ≥ 20 zanedbatelný, druhý integrál
konverguje rovněž k hodnotě 1

Cp
, která zaručuje asymptotickou nestrannost.

V př́ıpadě E{ 1
Ĉ2

p
} postupujeme zcela obdobně a opět poměrně snadným výpočtem

dojdeme k integrálu

E





1

Ĉ2
p



 =

∫

−ρn,k

δ−1
n,k

C2
p

(
z

ρn,k

+ 1

)2

ϕ(z) dz =

=
δ−1
n,k

C2
p

∫ ∞

−ρn,k

z2

Cpρ2
n,k

ϕ(z) dz +
2δ−1

n,k

Ck
p

∫ ∞

−ρn,k

z

ρn,k

ϕ(z) dz +
1

C2
p

.

7



Prvńı dva integrály konverguj́ı a opět pro k ≥ 20 je lze pro praxi zanedbat, protože jsou
řádu o(k) a o(k1/2).

Souhrnně lze tedy psát, že

E

{
1

Ĉp

}
=

1

Cp

+ o(k1/2), E





1

Ĉ2
p



 =

1

C2
p

+ o(k1/2).

T́ım je dokázáno, že pro př́ıpady odhad̊u a) a b) plat́ı konvergence ve smyslu s. j., ale
odhady při N →∞ jsou mı́rně vychýlené právě v závislosti na velikosti parametru k.

V př́ıpadě odhadu c) založeného na sdružené směrodatné odchylce je nutno dokázat
konvergenci integrálu

E





1

Ĉ2
p



 =

∫ ∞

0

1

x2
fI(x) dx.

Po drobných úpravách dospějeme k integrálu

E





1

Ĉ2
p



 =

(C2
p s)s/2

2s/2−1Γ(s/2)

∫ ∞

0
ys+1 e−

C2
ps y2

2 dy,

kde s = k(n− 1) a snadno zjist́ıme, že v tomto př́ıpadě

E





1

Ĉ2
p



 =

1

C2
p

.

Integrál tedy konverguje, což dokazuje platnost silného zákona velkých č́ısel a nav́ıc výše
uvedená vlastnost nestrannosti vede k tvrzeńı, že maximálně věrohodný odhad založený
na sdružené směrodatné odchylce je silně konzistentńı, tedy

lim
N→∞

(
1

N

N∑

i=1

1

(Ĉ
(i)
p )2

)−1/2

= Cp s. j.

Źıskané výsledky lze tedy shrnout do následuj́ıćı věty.

Věta 2. V př́ıpadě odhad̊u a) a b) lze dokázat konvergenci ve smyslu s. j. k hodnotě
mı́rně vychýlené od hodnoty ukazatele Cp, v př́ıpadě odhadu c) plat́ı silná konzistence.

Poděkováńı: Tato práce vznikla v rámci projektu 1M08047 MŠMT Centrum pro jakost
a spolehlivost ve výrobě.
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